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Komputer jest narzedziem coraz czesciej stosowanym przez naukowcow do uka-
zywania skrzetnie ukrywanych przez nature tajemnic. Symulacja, obok eksperymen-
tu 1 teorii, staje sie trzecim sposobem badania Swiata.

Na Uniwersytecie Slaskim trzy lata temu rozpoczeliémy program integracji me-
tod komputerowych z edukacjg. W efekcie powstalo wiele niezwykle fascynujacych
materiatow dydaktycznych pozwalajacych na tatwiejsze i bardziej dogltebne po-
znanie wielu tematow. Jako podstawowe narzedzie zostat wybrany jezyk Python,
ktory wraz z potega dostepnych w nim bibliotek naukowych, stanowi obecnie chy-
ba najlepsze rozwiazanie do “komputerowego eksperymentowania”’ z rOwnaniami,
obrazami czy danymi. Jedna z ciekawszych implementacji kompletnego srodowi-
ska pracy jest program Sage[2]. Stanowi on otwarta integracje systemu algebry
komputerowej z jezykiem Python, ponadto umozliwia rozpoczecie zabawy od za-
raz, korzystajac z przegladarki internetowej i jednej z mozliwych opcji dostepu
poprzez ustuge chmurowa[3] lub server pojedynczych obliczen, na ktérym bazuje

interaktywna wersja tego artykutu[4].

1 Chaos w ekologii

W latach siedemdziesiatych XX wieku na Uniwersytecie w Oxford australijski uczo-
ny Robert May zajmowal si¢ teoretycznymi aspektami dynamiki populacyjne;j.
Swoje prace podsumowal w artykule, ktéry ukazal sie w Nature pod prowokujg-

cym tytutem “Proste modele matematyczne z bardzo skomplikowang dynamika”



[1]. Artykut ten po latach stal sie jedna z najczesciej cytowanych prac z teoretycz-
nej ekologii. Co wzbudzilo tak wielkie zainteresowanie w tej pracy?

Klasycznym zadaniem dynamiki populacyjnej jest obliczenie populacji pewne-
go gatunku w przysztosci znajac jego obecny stan. Matematycznie najprostszym
rodzajem ekosystemow wydawaly sie takie, w ktorych zycie jednego pokolenia
populacji trwa jeden sezon. Dobrym przykitadem jest populacja owaddéw, ktore
w ciggu jednego sezonu przechodza petng metamorfoze, np. motyle. Czas jest w
naturalny sposéb podzielony na dyskretne! okresy, odpowiadajace cyklom zycia
populacji. Réwnania opisujace taki ekosystem maja wiec w naturalny sposob tzw.
dyskretny czas, tj. t = 1,2, 3.... Robert May zajmowat si¢ miedzy innymi wtasnie
taka dynamikg. W swoich rozwazaniach uproscit ekosystem do jednego gatunku,
w ktorym populacja byta funkcjg kwadratows populacji w roku poprzednim. Skad
taki model?

Najprostszym réwnaniem dyskretnym opisujacym ewolucje populacji jest mo-

del liniowy:

Niz1 = a N;, (1)

gdzie N; to liczebnos¢ w i-tym sezonie, a NV;,; opisuje populacje w nastepnym sezo-
nie. Latwo sie przekonaé, ze takie réwnanie moze prowadzic to trzech scenariuszy.
Dla o = 1 ewolucja nie bedzie zmienia¢ stanu liczebnego populacji, o < 1 prowa-
dzi do wyginiecia, a przypadek o > 1 oznacza nieograniczony wzrost populacji. To
prowadzitoby do zachwiania rownowagi w przyrodzie. Poniewaz wszystko w przy-
rodzie jest ograniczone, warto poprawi¢ to rownanie w taki sposéb aby brato pod
uwage ograniczong ilos¢ zasobow. Wyobrazmy sobie, ze szkodniki zjadaja zboze,
ktorego jest doktadnie ta sama ilos¢ co roku. Jezeli owadéw jest mato w poréwnaniu
do ilosci pozywienia to moga rozmnazac¢ si¢ z petng sita rozrodcza matematycz-
nie okreslong przez stala o > 1. Jednak w miar¢ wzrostu liczebnosci szkodnikéw,
pozywienia nie bedzie wystarczaé i sita rozrodcza bedzie male¢. W krytycznym
przypadku mozna sobie wyobrazi¢ ze owaddéw rodzi sie tyle, ze zjadaja cate zboze
przed osiggnieciem zdolnosci rozrodczej i populacja ginie. Model uwzgledniajacy
ten efekt ograniczonego dostepu do pozywienia zostal po raz pierwszy zapropono-

wany przez Verhulsta w roku 1838. W modelu tym tempo wzrostu « nie jest state,

'W matematyce “dyskretny” to przyjmujacy wartoéci z okreslonego przeliczalnego zbioru.

Przeciwienstwem jest “ciagly”



ale zalezy od stanu populacji:
a = a(N;) (2)

Zalezno$¢ tempa wzrostu o od N; powinna mie¢ nastepujaca wtasnosé: jezeli popu-
lacja wzrasta, tempo wzrostu powinno male¢ poniewaz jest utrudniony dostep do
pozywienia. Oczywiscie jest wiele funkcji o tej wlasnosci: to sa funkcje malejace.

Verhulst zaproponowal taka oto zaleznosc:

a:a(l—][\?) (3)

gdzie a > 0 oraz stata K > 0 charakteryzuje zasoby pozywienia i nazywa sie po-
jemnoscia srodowiska. Jak zmiana K wplywa na tempo wzrostu populacji? Jezeli
K rosnie to N;/K maleje. Z kolei to powoduje ze 1 — N;/K rosnie, czyli « roénie.
Oznacza to, ze tempo wzrostu ro$nie i populacja rozrasta si¢ szybciej. Zmodyfi-
kujmy wiec poprzedni model (1) zaktadajac, ze tempo wzrostu « zmienia sie tak
jak w réwnaniu (3). Wowczas otrzymamy réwnanie

Ni
Ni+1 =a <1 — K) Nz (4)

Roéwnanie to mozna zapisa¢ w postaci rownania rekurencyjnego
Tip1 = sz’(l - xz’), (5)

gdzie x; = N;/K oraz x; 11 = N;y1/K oznaczaja przeskalowane liczebnosci popula-
cji w czasie i oraz w czasie i+ 1. Réwnanie (5) nazywa sie réwnaniem logistycznym.

Mogloby sie wydawaé, ze przy tak niewielkiej modyfikacji nasz model jest pro-
sty do analizy. Sprawdzmy to. Rozwazmy réwnanie (5) dla parametru a = 0.5
startujac z poczatkowej populacji zp = 0.45. Kolejne wartosci populacji mozna

otrzymac stosujac réwnanie rekurencyjne (5):

r1 = axo(l — z9),
xe = axi(l—1z9),
r3 = axs(l —xq), itd (6)

Aby utatwi¢ obliczenia w (6) mozemy skorzysta¢ z ponizszego programu? sy-

mulujacego nasz model:

2Program jest napisany w jezyku Python i mozna go uruchomié¢ m.in. na platformie Sage.

Zachecamy do lektury ksiazki http://icse.us.edu.pl/e-book/



Rysunek 1: Dla a = 1.5 ekosystem osiaga dynamiczng réwnowage.

a =80.5

x = 0.45

for i in range(10):
X = axxx(1—x)

print x

Obliczamy kolejne wartosci z; i zauwazamy, ze maleja one do zera. Ekspery-
mentujac z powyzszym kodem tatwo tez jest si¢ przekonaé, ze dzieje si¢ tak od
wartosci poczatkowej xy. Oznacza to, ze populacja zawsze ginie.

W drugim kroku analizy zwiekszamy wartos¢ parametru a do dowolnej wartosci
z przedziatu a € (1,3). Okazuje sie, ze wtedy ciag x; dazy do pewnej wielkosci
x* > 0. Interpretujac to w kategoriach ekologii mozemy powiedzie¢, ze wielkosé
populacji ustala si¢ na pewnym poziomie, ktory nie zmienia si¢ z sezonu na sezon.
Warto zauwazy¢, ze warto$¢ x* nie zalezy od stanu poczatkowego x. Jest to efekt
dazenia ekosystemu do stabilizacji - populacja dostosowuje swoja liczebnos$é¢ do
mozliwosci wyzywienia sie. Matematycznie mowimy, ze uktad dazy do stabilnego
punktu stalego, tj. speliajacego réwnos¢ z* = f(z*) (oznacza to ze w chwili
nastepnej stan jest taki sam jak w chwili poprzedniej). Z pomoca programu Sage
mozemy przedstawic¢ te ewolucje graficzne rysujac wykres liczebnosci populacji od
czasu.

Taki efekt stabilizacji byl oczekiwany przez badaczy i réwnanie logistyczne (5)

nie przyciagnetoby szczegolnej uwagi gdyby nie pewna niespodzianka. Okazalo sie



Rysunek 2: Dla a = 3.2 (géra) ewolucja uktadu prowadzi to oscylacji. W tym przy-
padku populacja co drugi sezon jest taka sama. Dla a = 4 (d6t) liczba osobnikéw

w kolejnych latach zdaje sie by¢ losowal

bowiem, ze dla pewnych wartosci parametru a model (5) nie zachowuje sie w prze-
widywalny sposob. Po pierwsze, pojawiajg sie stany okresowe i wielo-okresowe. Po
drugie, z kazdym krokiem czasowym populacja zmienia si¢ w nieregularny sposob,
podobny do losowego ruchu. Po trzecie, pojawia sie duza wrazliwo$¢ na warunki po-
czatkowe: dwa prawie nierozréznialne warunki poczatkowe prowadza do catkowicie
réznej ewolucji populacji. Wszystkie te cechy sa charakterystyczne dla zachowania
ktore przypomina ruch catkowicie losowy i nazywa si¢ deterministycznym chaosem.

Zbadajmy te wlasnosc!

Na poczatek ustalmy warto$¢ parametru na a = 3.2 i przyjrzyjmy sie ewolucji.
Zaskoczeniem moze by¢ fakt, ze tym razem populacja nie osiaga jednej wartosci,
ale dwie, ktore wystepuja kolejno po sobie co drugi sezon. Okazalo sie jednak, ze to
nie koniec ktopotow. Dla a = 4 uktad przestaje by¢ przewidywalny. Popatrzmy na

rysunek (2) lub wygenerujmy sami ciag liczb za pomoca komputera. Wyniki wy-



gladaja na czysto przypadkowe i dla nieco réznigcych sie populacji poczatkowych
sa kompletnie rézne. Uwazny czytelnik powinien jednak zaprotestowaé. Jak uktad,

3 réwnanie, do tego nawet calkiem pro-

ktory jest opisany przez deterministyczne
ste, moze mie¢ nieprzewidywalne zachowanie? Ot6z moze. Wtasnoscia tego uktadu
jest niezwykta czuto$¢ na warunki poczatkowe. Wystarczy wystartowaé¢ z dwoch
warunkow poczatkowych rézniacych sie o jedng milionowsg i juz po kilku krokach
otrzymamy catkiem inne wartosci populacji. SprawdZzmy to przy pomocy kompu-
tera:

a=4.0
x=0.123
y=0.123+0.000001
pkts = []
for i in range(25):
X = axx*x(1—x)
y = axyx(1l-y)
print x,y

Oto mamy prosty model deterministycznej ewolucji. Ale ten determinizm jest
zhudny, jest determinizmem tylko matematycznym. Z praktycznego punktu widze-
nie uktad zachowuje si¢ w sposéb nieprzewidywalny poniewaz nigdy nie mozemy
zada¢ warunkéw poczatkowych w matematycznie doktadny sposoéb. W rzeczywisto-
Sci wszystko jest okreslane z pewna doktadnoscia: kazdy przyrzad pomiarowy ma
okreslong doktadno$¢ i to moze byé¢ przyczyna praktycznej nieprzewidywalnosci
w deterministycznych uktadach posiadajacych wtasno$é chaotycznosci. Przykta-
dem niech bedg modele prognozy pogody ktére zawsze wykazuja wlasnosé cha-
otycznosci. Dlatego tak kiepskie bywaja prognozy pogody w dtuzszym przedziale
CZasoOwWym.

Analiza uktadéw chaotycznych jest niezwykle trudna. Mozemy jednak do$é¢
tatwo odkry¢ wiele tajemnic chaotycznosci stosujac symulacje komputerowe. Na-
rysujmy tak zwany diagram bifurkacyjny, na ktorym bedziemy odktada¢ na osi
odcietych wartosci parametru a a na osi rzednych stabilne punkty state odwzo-

rowania logistycznego. Stabilne punkty otrzymamy symulujac duza ilo$¢ uktadéw

3Prawo deterministyczne to takie w ktérym przysziosé jest jednoznacznie okreslona przez stan

poczatkowy. Antonimem jest prawo probablistyczne.



jednoczesnie i rysujac wartosci po wieku krokach obliczen. Jak mozna sie domysli¢
wymaga to wykonania duzej ilo$ci obliczen. Sprobujmy “ostroznie” postepowaé z

nastepujacymi wartosciami:

import numpy as np

Nx = 300

Na = 500

X = np.linspace(0®,1,Nx)

X = X + np.zeros((Na,Nx))

X = np.transpose(x)
a=np.linspace(l,4,Na)

a=a+np.zeros ((Nx,Na))

for i in range(100):

x=a*x*(1—x)

pt = [[a_,x_] for a_,x_ in \
zip(a.flatten(),x.flatten())]

point(pt,size=1,figsize=(7,5))

Powinni$my otrzymaé¢ co$ podobnego do rysunku (3). Jak interpretowaé ten
rysunek? Np. dla wartosci parametru ¢ = 3.3 mamy 2 stabilne punkty state (co
drugi sezon populacja ma ta sama liczebno$¢). Np. dla parametru ¢ = 3.5 ma-
my 4 punkty state (co czwarty sezon populacja ma ta sama liczebno$¢). Np. dla
parametru ¢ = 3.56 mamy 8 punktéw statych (co ésmy sezon populacja ma ta
sama liczebno$é). Ale dla parametru a &~ 3.57 mamy nieskonczenie wiele punktéw
statych (liczebno$¢ w populacji nigdy sie nie powtarza i zmienia sie¢ w nieprzewi-
dywalny sposob). Majac jednak program komputerowy, mozemy zmienié¢ zakres
parametru a i eksplorowa¢ wtasnorecznie niekonczaca si¢ strukture geometryczna
owego diagramu. To tylko czubek gory lodowej. Na temat tego réwnania napisano
tysigce prac naukowych i mimo tego wcigz skrywa ono swoje tajemnice. Z pomoca
symulacji komputerowej mozna, nawet bez stosowania zaawansowanej matematyki
pobawi¢ sie w odkrywce Swiata dynamiki nieliniowej. Zapraszamy do lektury wer-
sji online, zawierajacej szczegdty wielu ciekawych wtasnosci réwnania logistycznego

oraz interesujace sposoby ich wizualizacji.
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Rysunek 3: Diagram bifurkacyjny dla rownania logistycznego
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